TEORIA DE LA MEDIDA

Sesion 08

La integral de Lebesgue

Definiciones y resultados previos:

.8 (@) y £(R) denotan la o—slgebra de Borel en R y la o—4&lgebra de los conjuntos
Lebesgue medibles en R, respectivamente.

I1. Una funcién f : R — R es medible si = (B) € £ (R) para cualquier conjunto B € B (R)

ITI. Sea A una familia de subconjuntos de R tal que B (R) = o (A). Entonces una funcién
f:R — R es medible si y sélo si f~'(B) € £ (R) para cualquier B € A.

IV. Una funcién f : R — R es medible si y sélo si se cumple cualquiera de las siguientes
propiedades:

1. {z eR: f(x) € (—o0,y]} € £(R) para cualquier y € R.
2. {r €R: f(z) € [-00,y]} € £(R) para cualquier y € R.
3. {x €R: f(z) € [-00,y)} € £(R) para cualquier y € R.
4. {z eR: f(x) € [-00,y]} € £(R) para cualquier y € R.
5. {fr eR: f(z) € [-00,y)} € £(R) para cualquier y € R.

V. Una funcién medible ¢ : R — R es simple si tiene la forma ¢ = >/" bilp,, donde
b, ..., b, son nimeros reales y F1, ..., E,, son conjuntos medibles.

VL Si ¢ = >", bylg, es una funcién simple entonces el conjunto de los valores que toma
es finito. Sea {aj,...,a,} el conjunto formado por todos los distintos posibles valores no
nulos de ¢ y, para k € {1,...,n}, sea B, = {x € R: p(x) = ai}, entonces los conjuntos
E, ..., E, son ajenos por parejas y ¢ = » ,_, axlp,. Esta tltima sumatoria serd llamada la
representacion candnica de .
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VII. Sea f : R — R una funcién medible no negativa, entonces existe una sucesién no
decreciente de funciones simples no negativas ¢,, : R — R tales que lim,..o, ¢, () = f ()
para cualquier x € R.

VIII. Sea g; : R — R, g» : R — R , ... una sucesién de funciones medibles, entonces:
1. Para cualquier n € N, las funciones min {¢i, ..., g,} y mdx{g,. .., g, } son medibles.

2. Las funciones inf {g1, g2, ...} y sup{g1, 92, ...} son medibles.

IX.Sea fi : R = R, f, : R — R, ... una sucesién de funciones medibles, entonces las
funciones lim inf f,, y limsup f,, son medibles.

X:Sea ¢ : R — R, g0 : R — R, ... una sucesién de funciones medibles tales que
lim,,. o gn(z) existe para cualquier x € F, entonces la funcién g : R — R definida por
g(x) = lim,,_,o gn(x) es medible.

XI: Si una funcién f : R — R es medible, entonces f* y f~ son medibles.

XII. Sean f : R — Ry g : R — R dos funciones medibles y ¢ € R. Entonces las funciones
f+ec cf, f+gy fgson medibles.

| f@)+g(x) sif(x)+g(z) estd definida
(f+9) (@) = { 1 si f(x)+ g (z) no estd definida

XIII. Sean f : R — R una funcién medible y ¢ : R — R una funcién tal que ¢ = f excepto
a lo mds en un conjunto de medida cero, entonces g es medible.

La integral de funciones medibles simples no negativas

Definicién 1. Si ¢ es una funcion simple no negativa con representacion canonica ¢ =
Y ooy @elp,, se define la integral de o, fR wd\, de la siguiente manera:

fR pdp = ey ax) (Ey)

Como una funcién simple puede tener varias representaciones, es necesario hacer ver que se
puede obtener la integral de la funcién teniendo cualquiera de sus representaciones.

Lema 1. Sea ¢ = Z;nzl bjIF; una funcion simple no negativa, donde los conjuntos Fi, . .., Fy,
S0n ajenos por parejas, con representacion canonica p = ZZ:1 arlp,, entonces:



2 e bid (Fj) = 225y aw (Ek)

Demostracion
Para k € {1,...,n}, se tiene By = Ugjeq1,....m}b;—a,} I, ast que:
ZL arA (Ek} = ZZ:1 Ak Z{je{l,...,m}:bjzak} A (FJ)

= ZZ:I Z{je{l,...,m}:bj:ak} bj)\ (FJ) = Z;nzl b]>\ (F’])

Proposiciéon 1. Sea ¢ = Z;nzl bjlr, una funcién simple, donde los coeficientes by, ..., by,
son no negativos, con representacion candnica o =y ,_, axlp,, entonces:

Doy biA(Fy) = >k, arA (By)
Demostraciéon

Los términos de la sumatoria > ", b;Ir. en los cuales b; = 0 pueden eliminarse, asi que
j=1Y1F; j )
podemos asumir que by, ..., b, son nimeros reales positivos.

Sea ' = Ul F,, T ={1,....m}y,si A= {ir,...,ixs} CTyT—A={j1,-, Jmi}
definamos:

Fa=FNF,N---NF,NFN---NFf

ca=by +--+ b

Entonces I’ = UacrFa, F; = UgacricayFa y, si Ay B son dos subconjuntos distintos de T,
F4 y Fp son ajenos. Por lo tanto:

A (FJ) = Z{ACT:]‘GA} A (FA)
Asi que:
2im biA (F5) = 22000 05 2 S pacrijeay A (Fa)
= Z;nﬂ Z{ACT:J’EA} bjA (FA) = ZACT ZjeA bjA (FA)

= ZAcT cAA (FA)

Ademds, si x € Fay A = {i1,...,ix}, o(x) = by + -+ + b, = ca, por lo tanto ¢ =
ZAcTCAIFA'

Asi que se tiene:

Z;n:l bilp, =3 gcrcalk,



Z;nﬂ biA (Fy) = 3 acr caX (Fa)

n m . n s
Pero como >, a;lp, = > L, bjlF,, se tiene 3 1 ailp, = > 41 calp,, asi que, por el lema
anterior:

Do DA () = Do acr ca (Fa) = 200, arA (Ex)

Corolario 1. Sea ¢ = Z;’;l bjlr, una funcion simple, donde los coeficientes by, . .., by, son
no negativos, entonces:

Jrpdh =370 bid (F))

Proposicion 2. Sean ¢ y 1) dos funciones simples no negativas, entonces:

1. fR [ap + by dX = afR wdX\ + be WwdX para cualesquiera niumeros reales a y b no
neqativos.
2. Sip <, entonces [, pd\ < [ PdA.

Demostracion

1. Sean Y ;. aplp, v Y, belr, las representaciones candnicas de ¢ y v, respectivamente.
Entonces:

ap+bp =" aalp, + > - bbplk,

Asi que:
fR [GSO + 51/1] dA = ZZ:1 aaxA (Ek) + Z;n:1 bbiA (Fk)
=a [ped\+b [ Yd\

2. Si p <1, entonces P — ¢ es una funcién simple no negativa y ¢ = ¢ + (¢ — ), asi que:

Jed\ =[5 pd\+ [ [t — @] dA

Por lo tanto:

wad)‘_fRSOd/\:fRW—(P]d/\ZO n

Definicién 2. Si ¢ es una funcion simple no negativa y E es un conjunto medible, se define:

[ ed\ = [ IppdA
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Teorema 1. Sea ¢ una funcion simple no negativa. Entonces, la funcion m : £(R) — R,
definida por m(E) = [, ¢d\, es una medida.

Demostracion
Obviamente, m es no negativa y, por la proposicién anterior, es finitamente aditiva.

Sea ZZ:1 aplp, la representacién canodnica de ¢, A, una sucesién creciente de conjuntos
medibles y A = US°, A,,. Entonces:

fAn @d\ = 1 apA (A, N Ey)
Joedh =30 aph (AN Ey)
Asi que:
iy, 00 m(Ay) = lim,, o fAn wd\ = lm, oo > p_; arA (An N Ey)
=Y aplim, o A (A, N ER) =31 axA (AN Ey)

= [, ed\ =m(A)
La integral de funciones medibles no negativas

Para definir la integral de una funcién medible no negativa podriamos utilizar el hecho de que
se puede aproximar, por abajo, mediante una sucesién no decreciente de funciones simples no
negativas y definiendo entonces la integral de la funcién como el limite de las integrales de las
funciones simples que aproximan a la funcién. Con este método, serfa necesario demostrar
que el valor que se obtiene es el mismo para cualquier sucesiéon de funciones simples no
negativas cuyo limite sea la funcién medible dada. La siguiente definicién evita tener que
hacer eso y es mds comoda de trabajar.

Definicién 3. Si f : R — R es una funcion medible no negativa, se define la integral de f,
fR fd\, de la siguiente manera:

Je fdX =sup { [z ¢d\: p essimpley 0 < < f }

Definicién 4. Si f es una funcion medible no negativa y E es un conjunto medible, se
define:

[y AN = [ I fdA

El siguiente resultado es inmediato:
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Proposicién 3. Sean f y g dos funciones medibles no negativas, entonces
a) Si f < g, entonces [, fd\ < [, gd).

b) Si f < g sobre un conjunto E € £(R), entonces [, fd\ < [, gd\.

Podemos demostrar inmediatamente el primero de los teoremas de convergencia de la inte-
gral, los cuales muestran claramente, para el caso de funciones definidas sobre R, la superio-
ridad de la integral de Lebesgue con respecto a la integral de Riemann

Teorema 2 (Teorema de la convergencia mondétona). Sea f, una sucesion no decre-
ciente de funciones medibles no negativas, entonces:

Jo Uiy o fadA = limy, oy fry fudA

Demostracién
Sea f = lim,..0 fn ¥ ¢ una funcién simple no negativa tal que ¢ < f, a € (0,1) y A, =
{z € R:f, () > ap(x)}. Entonces, la sucesiéon A, es creciente y UA,, = R. Ademés, la funcién
m: £(R) — R, definida por m(E) = [, ¢d), es una medida, asi que:

limy.co [, 0dA = [5pdA
Por otra parte, o fAn pd\ < fAn fadX <[5 fod) para cualquier n € N, asf que:

o o pd\ = alim, .o fAn @d\ < limyeoo [o frdA

Haciendo tender « a 1, se obtiene entonces:

Jg wdX <im0 [5 frdA
Por lo tanto:

Jg fdp = sup {fE wdp g essimpley 0 <o < f } < Mmoo f5 frdp

Por otra parte, como f > f, para cualquier n € N, se tiene:

Sy fdp > Titme [ fudp

Asi que:

fE limy, oo frdp = fE Jdp = 1lim, . fE Jndp

Proposicion 4. Sean [ y g dos funciones medibles no negativas, entonces:
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1. fR l[af + bgld\ = afR fd\ + be gdX\ para cualesquiera nimeros reales a y b no
neqativos.
2. [ fdX =0 sty sdlo si\({z € R: f(z) >0}) =0.

Demostraciéon

Para la primera, sean ¢,, y ¥,, dos sucesiones no decrecientes de funciones simples no negativas
tales que lim,, .o ¢, (z) = f (z) y im0 ¥, () = g (x) para cualquier = € F.

Para cada n € N, se tiene:

fR lap, + by, |d\ =a fR ©pdA\ + be W, d\

Asi que, por el teorema de la convergencia mondtona, se tiene:

folaf +bgld\=a [, fAX+b [, fadX

Para la segunda propiedad supongamos que fR fd\=0.

Para cadan € N, sea E,, = {x eER: f(z)> %}, entonces, para cualquier n € N, se tiene:

Jo FAX = [, fdX = A (ER)
Si A (E,) fuera positiva, se tendria [, fd\ > 0, por lo tanto A (E,) = 0.
Finalmente, A ({x € R: f(x) > 0}) = A (UX,E,) = lim,,.00 A (E,,) = 0.

Inversamente, supongamos que A ({zx € R: f(x) > 0}) = 0 y sea ¢ una funcién medible
simple tal que 0 < ¢ < f, entonces ¢ = 0 casi en todas partes, asi que fR wd\ = 0; por lo
tanto:

Je fdX=sup{ [ pd\:pessimpley 0 < p < f} =0

Teorema 3. Sea f una funcién medible no negativa. Entonces, la funcion m : £ (R) — R,
definida por m(E) = [, fdX, es una medida.

Demostracion

Obviamente, m es no negativa y, por el inciso 1 de la proposicién anterior, es finitamente
aditiva.

Sea A,, una sucesién monétona no decreciente de conjuntos medibles y A = UX | A,. En-

tonces, la sucesién de funciones (14, f),,cy €s no decreciente y 1im,.oc 4, f = Iaf, asi que,
por el teorema de la convergencia monétona:

m(A) = [, fd\ = [, LafdX = lim, o [, La, fdA = lm, oo [, fd\ = 1im,..om(A,)
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Recordatorio

I. Sea (x,) una sucesién de numeros reales. Se dice que un nimero real = es punto limite
de (z,) si existe una subsucesién de (z,) que converge a x. También diremos que oo (resp.
—00) es punto limite de (z,,) si existe una subsucesién de (z,,) que diverge a co (resp. —oo).

I1. Si la sucesién (z,,) estd acotada entonces existe por lo menos un nimero real x que es
punto limite de (z,,).

III. Si una sucesion (z,) no estd acotada, entonces existe una subsucesién que diverge a 0o
0 a —00, asf que, toda sucesién tiene por lo menos un punto limite.

IV. Una sucesion (z,,) converge a = € R si y sélo si x es el tinico punto limite de (z,,).

V. Sea (z,,) una sucesién de nimeros reales. Definimos el limite superior de (x,,), lim sup z,,
y el limite inferior de (x,), liminf z,,, de la siguiente manera:

lim inf z,, = Inf {z € R : 2 es punto limite de (z,)}
lim sup z,, = sup {:I: € R : z es punto limite de (:z:n)}
VI: Para cualquier sucesién (x,,), liminf z,, y limsup z,, son puntos limite de (z,,).
VII: Se tiene siempre lim inf x,, < limsup z,,.
VIII. Una sucesién (x,,) es convergente si y sélo si lim inf z,, = limsup z,, € R.
IX. Para cualquier sucesién (z,,) se tiene:
lim inf z,, = lim,,..» (Iinf;>, {z;})

lim sup 2, = im0 (SUP;>, {z;})

Teorema 4 (Lema de Fatou). Sea {f,},.n una sucesion de funciones medibles no nega-
tiwas. Entonces:

fR liminf, .o fod\ < liminf,, ... fR fnd\
Demostraciéon

La sucesién g, = inf {f; : j > n} es no decreciente y lim inf,, ..o f,, = lim,,_. gn, asi que, por
el teorema de la convergencia mondétona:

fR lim inf,, . fr,dXA = lim,. o fR gnd\

Por otra parte, g, < f; para cualquier j > n, asf que:

Je gndX < inf { [, fdX: j > n}.



Por lo tanto:
Jpiminf, o frodA = lim, .o [5 gndX

< lim,,.. oo Inf {fR fid\:j > n} = liminf,, ., fR fndA\

Teorema 5. Si f es una funcion medible no negativa tal que fR fd\ < oo, entonces f es
finita casi en todas partes.

Demostracién
SeaI' = {z € R: f(x) = 00 }, entonces [, fIrd\ < [, fd\ < oc.

Supongamos f (I') > 0 y definamos, para cada n € N,

() n sizel
TN 0 siadr

Para cada n € N, ¢, es una funcién simple tal que 0 < ¢, < fIr; asi que fR fIrd\ >
fR ©,d\ = nX (') para cualquier n € N. Por lo tanto fR fIrd\ = oo, lo cual es una con-
tradiccion.



